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a la me moire de gian-carlo rota
Let \(t) denote the fractional part of t, H the Hilbert space L2(0, +), B the
subspace of H of functions f (t)=nk=1 ck \(%k t), where n # N, ck # C, and
0<%k1 for 1kn, / the characteristic function of ]0, 1] and D(*) the distance
in H between / and B* , the subspace of B of functions f such that all %k*.
A well-known result of B. Nyman and A. Beurling implies that the Riemann
hypothesis is equivalent to the statement lim*  0 D(*)=0. We prove here that
inf0<*<1 D(*) - log(2*)>0, and we conjecture that lim*  0 D(*) - log(1*)=
- 2+#&log(4?), where # denotes Euler’s constant. This conjecture is supported by
numerical experiments.  2000 Academic Press
1. INTRODUCTION
Il re sulte facilement des travaux de Nyman [8] et Beurling [4] que
l’hypothe se de Riemann e quivaut a la proprie te d’approximation suivante.
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Notons \(t) la partie fractionnaire du nombre re el t, H l’espace de Hilbert
L2(0, +), et B le sous-espace de H des fonctions1 de la forme:
f (t)= :
n
k=1
ck \ \%kt + , (1)
ou n # N, ck # C, et 0<%k1 pour 1kn. L’hypothe se de Riemann
e quivaut au fait que la fonction caracte ristique / de l’intervalle ]0, 1] est
limite dans H de fonctions de B.
L’e tude de ce proble me d’approximation2 a e te aborde e dans [13, 5,
7, 12]. Dans cette note, nous donnons une minoration de la distance dans
H entre / et une fonction f de B, uniquement en terme du plus petit
nombre %k intervenant dans l’e criture (1).
Afin d’exprimer notre re sultat, notons pour tout * tel que 0<*1, B*
le sous-espace de B des fonctions f telles que min1kn %k*, et soit D(*)
la distance dans H entre / et B* . Le the ore me de Beurling et Nyman
affirme donc l’e quivalence entre l’hypothe se de Riemann et la convergence
de D(*) vers 0 quand * tend vers 0.
On pose de plus
C :=\:;
1
|;|2+
12
, (2)
ou la sommation porte sur les ze ros ; de la fonction ‘ de partie re elle 12 ,
chaque ze ro e tant compte une seule fois, quel que soit son ordre de
multiplicite .
The ore me. On a
lim inf
*  0
D(*) - log(1*)C.
Comme D(*) est une fonction croissante (au sens large), on a en particulier
D(*)>>
1
- log(2*)
, 0<*1.
On sait (cf. [9, p. 29]) que
:
;
2R;
|;| 2
=2+#&log(4?)
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1 Dans tout l’article, on supposera implicitement que f est de finie par la formule (1).
2 Dans les travaux cite s, a l’exception de [2], cette forme e quivalente de l’hypothe se de
Riemann est obtenue en imposant de plus aux e le ments f de B la condition nk=1 ck%k=0;
nous montrons au paragraphe 2 que l’on peut facilement s’en dispenser.
ou # de signe la constante d’Euler et ou cette fois la sommation porte sur
tous les ze ros non re els de ‘, compte s avec leurs multiplicite s. On a donc
C- 2+#&log(4?)=0,2149... avec e galite si et seulement si3
(HRZS) tous les ze ros non re els de ‘ sont simples et de partie re elle 12.
Les re sultats expe rimentaux du paragraphe 8 ci-dessous nous ame nent a
e noncer la conjecture suivante, qui implique e videmment l’hypothe se de
Riemann.
Conjecture 1. On a
lim
*  0
D(*) - log(1*)=- 2+#&log(4?). (3)
Il est naturel de chercher a confirmer conditionnellement cette conjecture.
Plus pre cise ment, nous posons la question suivante:
Question 1. L’hypothe se (HRZS) entra@^ne-t-elle l ’assertion (3)?
Terminons cette introduction par un autre proble me ouvert relatif a
D(*).
Question 2. La fonction D est-elle strictement croissante?
2. UNE VARIANTE DU CRITE RE DE BEURLINGNYMAN
Ici et dans la suite, nous associons a une fonction ge ne rique f de B la
fonction:
F(s)= :
n
k=1
ck% sk , s # C. (4)
Notons B l’ensemble des fonctions f de B qui ve rifient F(1)=0. On a le
re sultat suivant:
Proposition 1. Les trois assertions suivantes sont e quivalentes
(i) l ’hypothe se de Riemann est vraie;
(ii) / est dans l ’adhe rence de B dans H;
(iii) / est dans l ’adhe rence de B dans H.
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3 Cela e tant, un calcul nume rique portant sur les 100 000 premiers couples de ze ros de ‘
fournit de ja la minoration C0,2147.
C’est l’e quivalence entre (i) et (ii) que nous e tudions dans le pre sent
travail.
L’e quivalence4 entre les assertions (i) et (iii) appara@^t pour la premie re
fois dans [4]. L’e quivalence entre (i) et (ii) a e te signale e dans [2] (remark
1.1) sans de monstration. Par souci de comple tude, nous la donnons ici; elle
repose sur le lemme suivant:
Lemme 1. Les fonctions f et F e tant de finies respectivement par (1) et (4),
on a:
|F(1)|&/& f &.
De monstration. |F(1)|2=+
1
|/(t)& f (t)| 2 dt&/& f &2.
De monstration de la proposition 1. L’e quivalence entre (i) et (iii)
de coule du the ore me NBBF de [3]. D’autre part, (iii) implique (ii) car B
est inclus dans B. Pour conclure, montrons que (ii) implique (iii).
Associons a chaque fonction f de B la fonction f (t)= f (t)&F(1) \(1t).
Comme F (s)=F(s)&F(1), on a F (1)=0 et f # B . D’autre part,
& f& f &<<|F(1)|&/& f &,
d’apre s le lemme 1, d’ou &/& f &<<&/& f &, ce qui permet de conclure.
3. LE LEMME-GUIDE
Nous donnons ci-dessous un lemme de nature ge ome trique qui va nous
servir de guide au long de ce travail.
Lemme 2. Soit H un espace de Hilbert, U une isome trie et P un projec-
teur orthogonal de H, x et y deux e le ments de H. On a alors
&x& &(I&P) Uy&|(x, y)|&|(PUx, PUy)|.
De monstration. Comme U est une isome trie et P=P*=P2, on a
(Ux, (I&P) Uy)=(x, y)&(PUx, PUy);
l’ine galite de CauchySchwarz donne alors le re sultat.
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4 Notons que, les fonctions de B s’annulant sur ]1, +[, on peut identifier B et son
adhe rence dans H a des sous-espaces de L2(0, 1).
Pour minorer D(*), on va utiliser ce lemme en choisissant H=L2(0, +)
et
x=/& f,
ou f est une fonction ge ne rique de B* .
Apre s un choix judicieux du ‘‘vecteur-test’’ y et des ope rateurs U et P, le
corps de la de monstration consistera, d’une part a majorer &(I&P) Uy& et
|(PUx, PUy)|, et d’autre part a minorer |(x, y)|. Le lemme 2 nous permettra
enfin d’en de duire une minoration de &x& et de conclure.
4. CHOIX DE y, U ET P
(a) Choix de y
Le choix du vecteur-test y est dicte par la ne cessite de contro^ler au mieux
la valeur du produit scalaire (x, y). Pour cela nous allons faire usage de la
formule suivante (cf. [11, (2.1.5)]):
|
+
0
\ \1t+ ts&1 dt=&
‘(s)
s
, 0<Rs<1.
qui joue un ro^le central dans l’approche de BeurlingNyman de l’hypothe se
de Riemann. En fait nous allons utiliser la variante suivante de cette formule,
qui s’en de duit facilement.
Lemme 3. Les fonctions f et F e tant de finies respectivement par (1) et
(4), si f # B et 0<Rs<1, on a
|
1
0
f (t) ts&1 dt=&
‘(s) F(s)
s
+
F(1)
s&1
.
Au regard de cette formule, il est judicieux de choisir pour y une com-
binaison line aire de fonctions /(t) t;&1, ou ; de crit l’ensemble des ze ros de
‘ de partie re elle5 12. Comme ces fonctions n’appartiennent pas a H, il
convient de modifier le ge rement ce choix en posant
y(t) :=/(t) :
; # R
a; t;&1+=,
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5 Rappelons que l’existence d’un ze ro non trivial ; de partie re elle {12 entra@^nerait la
minoration de D(*) par une constante positive, ce qui rendrait notre the ore me e vident.
ou R est un ensemble fini de ze ros de ‘ de partie re elle 12, AR :=(a;); # R
une famille de nombres complexes et =>0.
(b) Choix de U
Le choix de l’isome trie U joue un ro^le crucial dans notre de monstration.
Nous choisissons ici pour U une isome trie introduite par le premier auteur
dans [2]. Cet ope rateur s’ave re fort utile pour les questions relatives au
crite re de BeurlingNyman pour l’hypothe se de Riemann; nous donnons
dans le lemme ci-dessous sa de finition et certaines de ses proprie te s (voir [2]).
Lemme 4. Il existe une application line aire U: H  H, ayant les proprie te s
suivantes:
(i) U est une isome trie;
(ii) si f # B, alors
Uf (t)=
1
t
:
n
k=1
ck %k \ \ t%k+ ;
(iii) si g # H, alors
Ug(t)=lim
$ a 0 |

$
g(v)
d
dv
sin(2?tv)
?tv
dv,
ou le symbole lim se re fe re a la topologie de H.
En particulier, on a:
(iv) U/(t)=sin(2?t)?t.
Signalons que U est en fait un ope rateur unitaire; nous n’utiliserons pas
cette proprie te .
(c) Choix de P
On choisit pour projecteur P l’ope rateur de restriction de L2(0, +) sur
L2(0, *). Le choix conjoint de U et P s’explique en partie par la proprie te
suivante, qui de coule du lemme 4(ii):
pour toute fonction f de B* , PU( f )(t) est la fonction F(0) /(t*). (5)
Signalons qu’un choix diffe rent du triplet ( y, U, P) me ne au re sultat
suivant ou C est toujours de finie par (2), EM de signe l’ensemble des fonc-
tions f de B telles que & f &M, et E(M) la distance dans H entre /
et EM .
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Proposition 2. On a
lim inf
M  +
E(M) - log MC- 2.
Le choix de y et P est le me^me, mais on prend U=I et * de la forme
cM2, ou c est une constante arbitrairement petite. Nous omettons la
de monstration, qui est similaire a celle du the ore me, et plus simple.
5. TROIS LEMMES TECHNIQUES
Posons
h(s) :=
2(1&s)
s
(2?)s&1 1(1&s) sin
?s
2
,
et
.s(t) :=|
1
0
vs&1
d
dv
sin(2?tv)
?tv
dv.
Lemme 5. La fonction h est me romorphe sur C, ses po^les sont les
nombres entiers impairs 3 et h( 12+i{) est de module 1 si { est re el.
Lemme 6. Pour t>0 et _ :=Rs>0, l ’inte grale .s(t) est convergente, et
on a les estimations suivantes:
(i) |.s(t)|(1+|s&1|_)?t;
(ii) .s(t)=h(s) ts&1+O(1), uniforme ment pour 0<_<1 et 0<t1.
Lemme 7. Les fonctions f et F e tant de finies respectivement par (1)
et (4), si f # B* , on a:
|F(0)| - *2 - *+&/& f &.
De monstration du lemme 5. Par l’e quation fonctionnelle de la fonction
‘, on a pour tout nombre complexe s
h(s)=
(1&s) ‘(s)
s‘(1&s)
,
d’ou le lemme, en observant que ‘( 12&i{)=‘(
1
2+i{).
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De monstration du lemme 6. Pour 0<$<1, on a
|
1
$
vs&1
d
dv
sin(2?tv)
?tv
dv=_vs sin(2?tv)?t &
v=1
v=$
&(s&1) |
1
$
vs&1
sin(2?tv)
?t
dv.
En faisant tendre $ vers 0, on obtient que pour t>0 et _>0, l’inte grale
de finissant .s(t) est convergente; on a de plus
.s(t)=
sin(2?t)
?t
&
s&1
?t1&s |
+
t
v&s&1 sin(2?v) dv. (6)
Le module de cette dernie re inte grale e tant majore par t&__, on en de duit
la majoration (i).
Supposons dore navant 0<_<1. On a alors d’une part en utilisant une
repre sentation inte grale6 de la fonction 1 (cf. [6, Sect. 62, (5)]
|
+
0
v&s&1 sin(2?v) dv=&(2?)s sin
?s
2
1(&s)=
?
1&s
h(s).
D’autre part, en de veloppant sin(2?v) en se rie entie re, on voit que sous la
condition supple mentaire 0<t1 on a
}(s&1) |
t
0
v&s&1 sin(2?v) dv }<<t1&_.
On de montre maintenant le point (ii) en inse rant ces deux informations
dans (6).
De monstration du lemme 7. En utilisant successivement (5), l’ine galite
de Minkowski et les points (iv) et (i) du lemme 4, on a
|F(0)| - *=\|
*
0
|Uf (t)|2 dt+
12
\|
*
0
|U/(t)| 2 dt+
12
+\|
*
0
|U/(t)&Uf (t)|2 dt+
12
2 - *+&/& f &.
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6 Dans [6], la formule est donne e uniquement pour &1<Rs<0 mais elle est encore
valable pour &1<Rs<1 par prolongement analytique.
6. DE MONSTRATION DU THE ORE ME
Nous utiliserons ici les lettres x, y, U et P pour de signer syste matique-
ment et exclusivement les objets de finis au paragraphe 3 (pour x) et 4
(pour y, U et P).
Comme nous l’avons annonce au paragraphe 3, le corps de la
de monstration re side dans la majoration de &(I&P) Uy& et |(PUx, PUy)|,
et dans la minoration de |(x, y)|. C’est l’objet des trois lemmes suivants; on
y donne en fait des estimations asymptotiques de &(I&P) Uy& et (x, y)
quand * et = tendent vers 0, le produit scalaire (PUx, PUy) jouant le ro^le
d’un terme d’erreur.
Le symbole ’ de signe une quantite tendant vers 0 quand = tend vers 0,
la famille AR et * restant fixes.
Les constantes implicites dans les symboles << et O de pendent unique-
ment de la famille AR .
Enfin, on suppose que 0<*1 et 0<= 14 .
Lemme 8. &(I&P) Uy&2=log(1*)  ; # R |a; |
2+O(1)+’.
Lemme 9. (x, y)= ; # R (a; ;)+O(&x&)+’.
Lemme 10. (PUx, PUy)<<- *+&x&.
De monstration du lemme 8. On a:
&(I&P) Uy&2=|
+
*
|Uy(t)| 2 dt,
avec, d’apre s le lemme 4(iii),
Uy(t)= :
; # R
a; .;+=(t) pour t>0. (7)
On obtient alors d’une part, en utilisant (7) et le lemme 6(i)
|
+
1
|Uy(t)| 2 dt=O(1).
D’autre part, la combinaison de (7) et du lemme 6(ii) donne
Uy(t)= :
; # R
a; h(;+=) t;&1+=+O(1)
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pour 0<t1, d’ou , en utilisant plusieurs fois le lemme 5,
|
1
*
|Uy(t)|2 dt= :
(;1 , ;2) # R 2
a;1 a;2 h(;1+=) h(;2+=) |
1
*
t;1+;2&2+2= dt+O(1)
=|
1
*
t&1+2= dt :
; # R
|a;h(;+=)| 2+O(1)
=log
1
*
:
; # R
|a; |2+O(1)+’.
De monstration du lemme 9. En utilisant le lemme 3 et le lemme 1 on
obtient
(x, y)=|
1
0
(1& f (t)) :
; # R
a;t;&1+= dt
= :
; # R
a;
;
+O( |F(1)| )+’
= :
; # R
a;
;
+O(&x&)+’.
De monstration du lemme 10. En utilisant d’abord les formules (5) et (7)
avec le point (iv) du lemme 4, puis le lemme 6(ii) avec le lemme 5, et enfin
le lemme 7, on obtient
(PUx, PUy)=|
*
0 \
sin 2?t
?t
&F(0)+ :; # R a;.;+=(t) dt
<<(1+|F(0)| ) |
*
0
dt
- t
<<- *+&x&.
Fin de la de monstration du the ore me. R e tant un ensemble fini non vide
de ze ros ; de ‘ de partie re elle 12, on choisit
a;=1; , (; # R).
En faisant tendre = vers 0, on obtient alors en combinant le lemme 2 avec
les lemmes 8, 9 et 10
&/& f & \\log 1*+ :; # R
1
|;|2
+O(1)+
12
 :
; # R
1
|;|2
+O(- *+&/& f &),
uniforme ment pour f # B* .
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En faisant tendre * vers 0, on en de duit que
lim inf
*  0
D(*) - log(1*)\ :; # R
1
|;| 2+
12
.
L’ensemble R e tant fini mais arbitraire, cela permet de conclure.
7. LA DISTANCE dn ET DEUX QUESTIONS OUVERTES
De signons par dn la distance dans H entre / et le sous-espace Bnatn des
fonctions f de B1n telles que %k=1k.
Nous avons commence l’e tude du comportement asymptotique de D(*)
quand * tend vers 0, en calculant nume riquement la valeur de dn pour
1n10000. Ces calculs nous ont amene s a penser que dn  1- log n.
Nous avons alors de montre que dn>>1- log n, puis D(*)>>1- log(1*),
et enfin le re sultat annonce dans notre the ore me.
L’e tude de dn est inte ressante pour elle-me^me, et reste myste rieuse, me^me
conditionnellement a l’hypothe se de Riemann. Par exemple, la question
suivante est ouverte.
Question 3. L’hypothe se de Riemann entra@^ne-t-elle que dn tend vers 0
quand n tend vers l ’infini?
En appliquant le the ore me de Plancherel, on obtient une forme e qui-
valente de cette question en terme de la fonction ‘:
Question 3’. L’hypothe se de Riemann entra@^ne-t-elle que
lim
n  +
inf
(a1 , ..., an ) # Cn
|
Rs=12 } 1&‘(s) :
n
k=1
akk&s }
2 |ds|
|s|2
=0?
Autrement dit, sous l’hypothe se de Riemann, peut-on, en un certain sens,
bien approcher 1‘(s) sur la droite critique par un polyno^me de Dirichlet?
Sous cette forme, il est naturel de demander en particulier si
lim
n  + |Rs=12 } 1&‘(s) :
n
k=1
+(k) k&s }
2 |ds|
|s| 2
=0?
Le theorem 2.2 de [2] re pond ne gativement a cette question.
140 BA EZ-DUARTE ET AL.
Compte tenu des travaux de Selberg [10], il est alors naturel d’affiner
l’hypothe tique approximation de 1‘(s) en posant la question suivante:
Question 4. L’hypothe se de Riemann entra@^ne-t-elle que
lim
n  + |Rs=12 } 1&‘(s) :
n
k=1
+(k) \1&log klog n+ k&s }
2 |ds|
|s|2
=0?
Cette question est ouverte.
8. CALCULS NUME RIQUES DE dn POUR 1n10000
Pour calculer la valeur nume rique de dn , nous calculons la projection
orthogonale note e pn(/) (dans H) de / sur le sous-espace Bnatn (ensemble
des fonctions de la forme f (t)=nk=1 ck \(1kt) ou ck # C). On utilise
comme base de Bnatn le syste me de fonctions (e1 , ..., en) ou ek(t)=\(1kt).
La me thode consiste a orthonormaliser par le proce de de Schmidt la base
(e1 , ..., en) en une base (=1 , ..., =n). On obtient ensuite la projection pn(/) par
ses coefficients (b1 , ..., bn) dans la base (=i), bi=( pn(/), = i)=(/, =i) et finale-
ment la distance dn=(1&nk=1 b
2
k)
12.
Le calcul de la base orthonormale (=i) i1 , ne cessite la connaissance des
produits scalaires (ei , ej) que l’on obtient aise ment par les formules de
Vasyunin [12]
(ei , ej)=
log(2?)&#
2 \
1
i
+
1
j++
j&i
2ij
log \ ij+
&
?d
2ij
:
i0&1
k=1
\ \kj0i0 + cot
?k
i0
&
?d
2ij
:
j0&1
k=1
\ \ki0j0 + cot
?k
j0
,
ou d=pgcd(i, j), i0=id et j0= jd.
Le calcul des coefficients bi est aise de s que l’on conna@^t les coordonne es
des (=i) i1 dans la base des (ei)i1 puisque l’on a (/, ei)=(log i+1&#)i.
Nous avons ainsi pu calculer dn pour n variant de 1 a 10,000.
L’algorithme utilise ne cessite malheureusement de garder en me moire les
coordonne es des (=i) i1 dans la base des (ei) i1 , ce qui constitue un frein
important puisque cela repre sente par exemple pour n=10 000 un tableau
d’environ 400 Mo. Les calculs ont e te re alise s sur une station alpha PWS
500a (500 MHz et 256 Mo de me moire vive) et ont ne cessite pour
n=10 000 une centaine d’heures en temps CPU.
Le graphe de dn , Fig. 1, montre que la de croissance de dn est relative-
ment lente et irre gulie re avec une succession de ruptures de pente.
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FIG 1. La distance dn pour n de 2 a 10000.
FIG. 2. Comparaison de d&2n et 21, 99357 log n.
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Cependant d &2n log n semble converger, comme l’atteste le graphe de la
Fig. 2, dessine avec une e chelle logarithmique.
En cherchant le nombre re el a qui minimise
:
10000
n=1
|d &2n &a log n|
2
on obtient a=21,99357.... La proximite de ce nombre avec (2+#&log 4?)&1
=21,64904... et le fait que
C2+o(1)
log n
D2(1n)d 2n
apportent du cre dit a la conjecture 1 donne e dans l’introduction. On peut
me^me e noncer une conjecture spe cifique a dn
Conjecture 2. Quand n  +, on a
d 2n t
2+#&log 4?
log n
.
Il est a noter que la combinaison du the ore me avec la conjecture 2 et
l’hypothe se (HRZS), entra@^ne la conjecture 1. Terminons en posant l’analogue
pour dn de la question 2 de l’introduction:
Question 5. La suite (dn)n1 est-elle strictement de croissante?
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